Produit scalaire dans un repére - Solutions
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gt Attention — Document généré par IA

Ce document a été essentiellement généré par une intelligence artificielle (LLM) et relu dans les grandes
lignes. Des erreurs, des approximations ou des méthodes inhabituelles peuvent étre présentes.

Restez critique face au contenu proposé et ne le considérez pas comme une vérité absolue.

Exercice 1 Solution Calculs directs

’
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Dans un repére orthonormé, le produit scalaire de deux vecteurs ﬁ’( Y ) et 7}( y ) est donné par:

- = 7 7
u-v=xx'+yy
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-1)+2x4=-3+8=5
5+2x%x(-2)=15-4=11
-1)x5+4x(-2)=-5-8=-13
Xx3+2x2=9+4=13
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Exercice 2 Solution PS avec des coordonnées

Ml 07 =2x(-3)+1x(-1)=-6-1=-7
Pl W = (-3)x 1+ (-1)x4d=-3-4=-7

On calculed’abord?}’+ﬁ=( 341 ):( -2 )

-1+4 3
Donc.(W+w) =2 x(-2)+1x3=-4+3=-1
On utilise la bilinéarité du produit scalaire :

(=2W).7 + 3(¥.W) = =2(4.V) + 3(V.W)
=-2x(=7)+3x(-7)
=14-21=-7

Exercice 3 Solution Avec des points
AN
D
C
A
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On calcule d’abord les coordonnées des vecteurs :

a2 ) L) w0 ) ()

——(2-0) (2 = 2-(-1)\ _[-1) ==[2-(-2) | _ [ 4
35[0 =G )5 ) () (s
Bl ABAC=1x2+(-5)x1=2-5=-3
7] CB.BD = (—1)x 3+ (—6)x7 = -3 —42 = —45
El ABCD=1x2+(-5)x1=2-5=-3
] BAAD = (-1)x4+5x2=-4+10=6
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Exercice 4 Solution Démonstration de la formule

On utilise la bilinéarité du produit scalaire :

2

(7 + 9]).(xT+977)
x?.(x’? + y’f') + yf.(x’?+ y’f')

— =
u.v

>

= xx'Ti+xyT]+yx' i+ v}

P Le repeére est orthonormé, donc :

eii=|l{|I’=1%=1
e jji=1ljIP=1"=1
° ?;: f?: 0 (cari L f)
Ainsi
UV =xx'x1+xy'x0+yx’x0+yy x 1
=xx"+yy’
On obtient donc la formule : m
Exercice 5 Solution Droites perpendiculaires
B
C
B
A 1
?
(0] 1

Calculons les coordonnées des vecteurs :
= -3-(-2) |\ [ -1 = 0-(=2)\ [ 2
a2 )7 ) @ w52
Calculons le produit scalaire :

ABAC = (-1)x2+1x2=-2+2=0

Puisque AB.AC = 0, les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
Par conséquent, les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

Exercice 6 Solution Triangle rectangle
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Pour qu’un triangle soit rectangle, il faut que deux de ses c6tés soient perpendiculaires. Calculons les coordonnées des
vecteurs :
—( 3 -—( 1 == -2
AB(l) AC(3) BC( ) )

Testons l'orthogonalité :

e ABAC=3x1+1x3=3+3=6%0

e ABBC=3x(-2)+1x2=-6+2=-4%0

e ACBC=1x(-2)+3x2=-2+6=4%0

Aucun produit scalaire n‘est nul, donc le triangle ABC n’est pas rectangle.



Exercice 7 Solution Parallélogramme et losange

A

¥

Calculons les vecteurs AB et DC :
Zﬁ( ? ) et ﬁ(

OnaAB = —D—é, donc ABCD est un parallélogramme.
Un parallélogramme est un losange si ses diagonales sont perpendiculaires. Calculons les vecteurs des diagonales :

—( 4 — =2
AC(4) et BD( ) )

Calculons leur produit scalaire :
ACBD =4x(-2)+4%x2=-8+8=0

Les diagonales sont perpendiculaires, donc ABCD est un losange.

Exercice 8 Solution Hauteur dans un triangle
B
C
1
?
al 1 H B

Pour que (CH) soit la hauteur issue de C, il faut que :

e H appartienne a (AB)

e (CH) L (AB)

Les points A, B et H ont tous une ordonnée nulle, donc ils sont alignés sur l'axe des abscisses. Ainsi H € (AB).

Calculons les vecteurs :
——( 0 —[ 6
i ) o 5

Calculons leur produit scalaire :
CHAB=0x6+(-4)x0=0

Les vecteurs CH et AB sont orthogonaux, donc (CH) L (AB).
Par conséquent, (CH) est bien la hauteur du triangle ABC issue de C.

Exercice 9 Solution Trouver un vecteur orthogonal

Pour que ¥ soit orthogonal a %, il faut que #.7 = 0.
Cela donne : 3x + (-2)y = 0, soit 3x — 2y = 0.
On peut choisir x = 2, ce qui donne 6 — 2y = 0, donc y = 3.

2
Un vecteur orthogonal & # est donc ?( 3 )

L'équation 3x — 2y = 0 admet une infinité de solutions. On peut choisir :

—

° vl( ; )(trouvé précédemment)



. v_z’( 2 ) (en prenant x = 4)

° 1/_3’( _3 ) (en prenant x = -2)

. [ a
Remarque : On peut aussi remarquer que si b
Exercice 10 Solution
—
- N u.v
On utilise la formule : cos(, V) = ——————
[l x [[7]]

Bl iv=-0x2+1x2=2
7] = V02 +12 = 1 et ||7]] = V22 + 22 = V8 = 242
2 2 1 V2

Donc cos(#, V) = = =—=—

1x2v2 2v2 2 2

Ainsi (#,7) = %

Bl iv=1x2+V3x0=2
7] = 12+ (V3)2 = VA = 2 et ||F]| = 2

— = 2 1
Donc cos(u, ) = ==
- 2x2 2

Ainsi (#,7) = 3

El i7=3x(-V3)+V3x1=-3V3+V3=-2V3

71| = /32 + (V3)2 = V12 = 2VB et [[J]| = \/(-V3)2 + 12 = VA = 2

Donc cos(#, V) = V3 2V3 1
' 2V3x2  4V3 2
o 2m
Ainsi (i1, 7) = 2%
insi (1, V) 3
Exercice 11 Solution

Langle ABC est l'angle entre les vecteurs BA et BC.
—( 2 — 4

BA( 5 )etBC( 4 )
BABC=2x4+2x(-4)=8-8=0
Le produit scalaire est nul, donc m = g
BA[ V3 et ©

2 1
BABC=2V3x0+2x1=2

IIBA|| = /(2V3)2+ 22 = V12 + 4 = 4 et ||BC|| = 1

— 2 1
Donc cos(ABC) = Ix1-3

N

Ainsi ABC = g

— 3 — 2
BABC =3x2+3V3x2V3=6+18 = 24

=

IBA|l = /32 + (3V3)2 = V9 + 27 = 6 et ||BC|| = /22 + (2V3)> = VA + 12 = 4

24 24 1
- 6x4 24
Ainsi ABC = 0 (les points sont alignés)

Donc cos(XBE) =

S =b S b .o
,alors v 4 ou v —a sont orthogonaux a u.

Angle entre deux vecteurs

Angle avec des points



Exercice 12 Solution Recherche d’un point

Puisque M est sur l'axe des ordonnées, ses coordonnées sont de la forme M(0; p).
Pour que ABM = %, il faut que BA L W, c’est-a-dire BA.BM = 0.
Calculons les coordonnées des vecteurs :
A V3r2-2) (V3 e B 072 )< 2
1-0 1 y-0 %

Le produit scalaire donne :
BABM = V3x(-2) +1xy=-2V3+y

Pour queﬂ.mz 0:
—2\/§+y:0 = y:2\/§

Les coordonnées du point M sont donc M(0; 2V/3).

Exercice 13 Solution Quelle méthode choisir ?

Méthode : formule avec les coordonnées
Les coordonnées des vecteurs sont données dans un repére orthonormé.

UV =2x(-1)+3x4=-2+12=10

Méthode : formule avec l'angle
On connait les normes et l'angle entre les vecteurs.

e — 1
AB.AC = AB x AC x cos(BAC) = 5 x 3 x cos(60°) = 15 x 5= 7,5

Méthode : projection orthogonale
H est le projeté orthogonal de B sur (AC).

ABAC = AH.AC = AHx AC =0,7x2 = 1,4

1 Méthode : formule de polarisation
On utilise la relation AC = AB + AD dans le parallélogramme.
AC? = ||AC||? = (AB + AD).(AB + AD)
— AB.AB + 2AB.AD + AD.AD
= AB? + 2AB.AD + AD?
Donc : 62 =4_2)-iﬁﬁ +32
36 =16 + 2AB.AD +9

2AB.AD =36-25=11
Ainsi AB.AD = 5,5

Exercice 14 Solution Quadrilatére

~

Calculons les vecteurs AB et DC :

-—=( 3 —[ 3
THEE:H

Ona E = ﬁ?}, donc ABCD est un parallélogramme.



Rectangle ? Un parallélogramme est un rectangle si ses cotés consécutifs sont perpendiculaires.

Calculons ﬁ ; ) et vérifions si E) 1 ﬁ :

ABAD =3x1+1x3=3+3=6%0

Les cotés ne sont pas perpendiculaires, donc ABCD n’est pas un rectangle.
Losange ? Un parallélogramme est un losange si ses diagonales sont perpendiculaires.

Calculons les vecteurs des diagonales :
—( 4 —=[ -2
(4) w2
Vérifions leur orthogonalité :
AC.BD =4x(-2)+4%x2=-8+8=0

Les diagonales sont perpendiculaires, donc ABCD est un losange.

Carré ? Un quadrilatére est un carré s’il est a la fois rectangle et losange. Comme ABCD n’est pas un rectangle, ce
n‘est pas un carré.

Conclusion : ABCD est un losange mais pas un rectangle ni un carré.

Exercice 15 Solution Probléme de géométrie analytique

A/

kL

b

N

CH

Calculons les distances AB et AC :

AB =+/(-1-7)? + (4 - (-2))> = V64 + 36 = V100 = 10
AC = (-3 -7)> + (-2~ (-2))* = V100 + 0 = V100 = 10

Ona AB = AC = 10, donc le triangle ABC est isocéle en A.
Les coordonnées de A’, milieu de [BC], sont :

v (—1 +2(—3); 4 +2(—2))

= A'(-2;1)

Calculons les vecteurs :

—( -9 —( -10
AA(3)etAC(O)

Le produit scalaire est :
AAAC = (-9)x (-10)+3x 0 =90

Puisque H est le projeté orthogonal de A’ sur (AC),on a:

N

AA’AC = AH.AC = AH x AC
Donc:90 = AH x 10, d'ott AH =9
Le point H est sur la droite (AC). Comme C(-3;-2) et A(7;-2) ont la méme ordonnée, la droite (AC) est horizontale
d’équation y = -2.

Donc H a pour ordonnée —-2. De plus, AH est colinéaire a A—Cf( _(1)0 ), donc zﬁ( xHO_ 7 )
OnaAH = |xy—-7|=9,doncxy -7 =-9ouxy—-7=09.
Comme H est entre A et C (car A’ est entre Bet C), on a xy = —2.
Ainsi H(-2;-2).
Les coordonnées de I, milieu de [A’H], sont :

I(—z +2(—2); 1+ (—2)) _ (_2;_l)

Calculons les vecteurs :

Calculons leur produit scalaire :

ﬁ.ﬁ:(—9)x(—1)+gx(—6)=9—9=0

Les vecteurs Al et BH sont orthogonaux, donc les droites (AI) et (BH) sont perpendiculaires.



